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ETUDE DU FLUX DE THERMODIFFUSION DANS LES 

LIQUIDES SUR DES SURFACES PLANES 
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(Rep le 20 dkembre 1968) 

Rksumh--On rappelle I’expression, valable en presence d’un gradient thermique, du flux de diffusion : sur 
la surface d’un disque toumant, sur une surface plane balayk parallelement g sa surface par la solution ; 
sur la paroi intkrieure d’un tuyau. 

On calcule l’expression du flux limite de diffusion sur une surface plane verticale, la convection &ant 
naturelle. 

On envisage le cas oh les surfaces sont en partie inertes. 

a, b, 
A, 
c, cm, co, 

Q 
f, 
F, 
97 
h 07 
i, 

M, 

k K, 
L, 
n, 

constantes d’intkgration ; 
constante ; 
concentration, concentration au 
sein de la solution, concentration 
sur la surface [en mole/l.] ; 
coefficient de diffusion ; 
fonction d’une variable ; 
le Faraday ; 
acckkation de la pesanteur ; 
constante ; 
densitk du courant limite de dif- 
fusion ; 
flux de diffusion et flux limite de 
diffusion en absence de gradient 
thermique sur une surface totale- 
ment activite ; 
constantes de vitesse ; 
fonction primitive ; 
nombre de charges transportbes 
par la reaction Cktrochimique ; 
distance radiale ; 
rayon du tube ; 
rayon de la partie inerte du disque ; 
coefficient de Soret ; 
variable d’inttgration ; 
tempkrature, temptrature sur la 
surface, tempkrature au sein de 
la solution ; 

variable ; 
vitesse caractkistique au sein de 
la solution ; 

V,, V, V,, composantes tangentielle, nor- 
male et radiale de la vitesse ; 

x, Y, distance parallele A la surface et 
distance normale A la surface ; 

a, B, 4 intkgrales dtfinies; 
y, E~,+I,~, coeff’cients divers ; 

:: 
concentration rkduite ; 
tempkrature rkduite ; 

4k fonction de courant ; 

P¶ masse spkcifique ; 

V, viscositk cinkmatique ; 

x7 diffusivitt thermique ; 

a vitesse angulaire ; 

5,L variables ; 

5 05 valeur particuliere de 5 ; 
7, = T, - To. 

1. INTRODUCTION 
CONSID~RONS une surface plane plongeant dans 
un mtlange isotrope et incompressible de deux 
constituants. Soit y la distance normale A la 
surface, comptke positivement vers la solution. 
Supposons que I’une des substances, prCsente 
en t&s faible concentration, soit consommke sur 
la surface au tours d’une &action httkrogkne. 
Considkrons un rkgime permanent et supposons 
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que la vitesse V du fluide soit petite devant 
celle du son. Supposons le regime laminaire. 
Soient T,, c, et To, co les valeurs de la tem- 
perature T et de la concentration c (du reactif) 
respectivement au sein de la solution et sur 
la surface. Supposons les gradients de tem- 
perature et de concentration suflisamment faibles 
pour que les proprietes physiques du fluide 
puissent etre consider& comme Ctant in- 
dependantes de c et de T. 11 s’agit de calculer 
l’expression du llux de diffusion j N D(ik/~?y),= ,, 
sur la surface (D est le coefficient de diffusion du 
reactif). 

Dans les conditions preddentes, l’kquation 
de la diffusion convective peut s’ecrire dans la 
couche limite : 

q!F+q%=oe+D~a car. ( > ay aY2 ay ay (0 

Dans cette equation, x est la distance parallele 
a la surface comptke dans le sens de l’tcoule- 
ment, s est le coefficient de Soret, I’, et VY sont 
les composantes de la vitesse suivant les direc- 
tions x et y. 

Pour calculer c, il faut connaitre T et V. 
La temperature s’obtient en resolvant l’tquation 
du transfer? de chaleur dans laquelle nous 
pouvons negliger le terme de Dufour, trb 
petit dans les liquides, et la dissipation d’energie 
due aux frottements. Dans la couche limite, 
l’equation s’tcrit alors : 

v,~+v,?Lxa2T 
ay aY2 

(x est la diffusivitt thermique). (2) 

La vitesse s’obtient en resolvant l’equation de 
continuite et l’equation du mouvement qui 
peuvent s’kcrire dans la couche limite : 

av av, 
_I ax + - = 0. 

ay (3) 

pJ+ 
x ax 

ya~_va2v, 
y ay ay2* 

(v est la viscosite cinematique). (4) 

Dans le cas de la convection naturelle, il faut 

ajouter au deuxieme membre de cette equation 
la force due a l’action de la pesanteur. 

Dans le cas d’un disque tournant, en neglige- 
ant les effets de bord et avec les conditions aux 
limites : 

c = c*, T’= T, pour y = 00 : 
(5) 

c = c(J, T = To, D f! 
0 ay y=. 

= kc, 

pour y = 0 

jk est la constante de vitesse de la reaction 
hCtCrog&ne). 

Levitch a calcule l’expression du flux de dif- 
fussion par approximations successives [ 13. 
Dans une premiere approximation, il neglige 
(&ant don& la petitesse du coefficient de 
Soret qui est de l’ordre de 10V2 deg- ‘), le 
deuxieme membre de (1). Soit co la solution 
ainsi obtenue. Dans une seconde approxima- 
tion, il Porte co et l’expression de T deduite 
de (2) dans le deuxieme membre de (1). La 
solution generale de I’equation ainsi obtenue 
permet de calculer j. Ainsi, dans le cas du 
disque tournant, il vient : 

(6) 

Oh 

” J ‘v 0,62 Dc,/D%+ a- + (7) 

est le flux limite de diffusion en absence de 
gradient thermique [2] ; o est la vitesse angulaire 
de rotation; r = T, - To; p = vfD; 1 = v/x; 
K = k-(v/o_+ ; a N 0,897 (0,51 p/3)-+ ; 6 N 0,449 
(0,51 p/3)-*; /I est don& en fonction de L par 
le Tableau 1. Dans le cas d’une reaction tres 
rapide (K + co) il vient : 

Lorsque la surface est un demi-plan balayt 
parallelement a sa surface par la solution, les 
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calculs donnent encore des expressions iden- 
tiques P (6) et ?t (8) [3] oh: 

j” N 0,34 Dc,U$,p~(vx)-3. (9) PI 

U, est la vitesse de la solution loin de la surface ; 
a N 0,897 (0,22 p)-* avec p=v/D; 6~0,449 
(0,221 p)-*; K = (2k/D) (U&x)*; fi est donnt 
en fonction de A par le Tableau 2; x est mesure 
A partir du bord d’attaque de la plaque par Ia 
solution. 

Les mCmes expressions (6) et (8) sont encore 
utilisables lorsque la surface active constitue 

une partie annulaire de la paroi interieure d’un 
tuyau dans lequel s’kcoule la solution en regime 
de Poiseuille et en supposant que cette surface 
soit situke dans la zone d’entrke thermique. 11 
faut alors prendre [4] : 

j” N 0,67 c,D(U,/DRx)*. (10) PI 

U, = vitesse sur l’axe du tube de rayon R ; 
p = l/D; I = l/x; K = kx+(U,/xR)-+; ci N 
0,897 (0,222 p)-+; /3 1: 0,897 (0,222 A)-*; 6 N 
0,449 (0,222 pp. 

Tableau 1 

+O 
+ JnJ4A 

(48 
1,6281 

2,2 
1,1461 

398 
0,9514 

54 
0,8448 

730 
0,7741 

876 
0,7223 

10,2 
0,6821 

11,8 
06496 

13,6 
0,6194 

15,4 
0,5942 

17,2 
0,5726 

18,8 
0,5558 

>20 

OS w 093 0,4 035 04 
29 2,52 2,256 2,0638 1,9165 1,8002 

o,g 1,O L2 1,4 176 1,8 
1,5622 1,5065 1,4133 1,3395 1,2789 1,228O 

2,4 296 278 390 3,2 374 
1,1125 1,0825 1,0554 1,0309 1,0085 0,9879 

4,O 4,2 4,4 4,6 4,8 530 
0,935o 0,9197 09053 0,8918 0,8791 0,867O 

596 578 630 632 694 696 
0,8345 48247 0,8153 48064 0,7978 0,7817 

72 7,4 736 778 890 8,2 
0,7668 0,7598 0,753o 0,7464 0,740l 0,734O 

8,8 9,O 9,2 994 996 998 
0,7168 0,7114 0,7062 0,7062 0,696 1 0,6913 

10,4 10,6 10,8 ll,o 11,2 11,4 
0,6777 46734 0,6692 06651 0,661l 0,6572 

12,0 12,4 12,6 12,8 13,0 13,2 
06460 0,6372 0,6355 0,6321 0,6289 0,6256 

13,8 14,0 14,2 14,6 14,8 15,0 
0,6164 0,6134 0,6105 o&O49 06021 0,5994 

15,6 15,8 16,0 16,4 16,6 16,8 
0,5916 0,5891 0,5866 0,5818 0,5794 0,5771 

17,4 17,6 17,8 18,0 18,2 18,4 
0,5704 45682 0,5662 0,5639 0,5619 0,5598 

19,0 19,2 19,4 19,6 19,8 20,o 
0,5538 0,5519 0,550O 0,5481 0,5463 0,5444 

-0,897(0,2211)-+ 

0,7 
1,7061 

230 
1,1842 

396 
0,969O 

5,2 
0,8556 

638 
0,7817 

8,4 
0,7281 

10,o 
0,6867 

11,6 
0,6533 

13,4 
0,6225 

15,2 
0,5968 

17,0 
0,5748 

18,6 
0,5578 

401 
114,87 

Tableau 2 

0,l 1 10 100 
13,058 2,524 0,882 0,372 
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2. CALCUL DE FLUX LIMITE SUR UNE SURFACE 
PLANE VERTICALE, LA CONVECTION 

ETANT NATURELLE 

11 faut rtsoudre le systeme d’tquations : 1 = v/x. (17) 

avec les conditions aux limites : 

x, = v, = 0, c = 0, T = To 

pour y = 0 

V’=I$=O, c=cm, T=T, 
I 

(15) 

poury=cc J 

p, est la masse specifique en un point de la 
solution, pm la valeur a l’infini, g l’acdleration 
de la pesanteur, x la distance mesurke vers le 
haut a partir du bord inferieur de la surface. 

Nous supposerons : 

(16) 

et nous poserons : 

~3 
x 

J&-9 
ay' y ax 

Les equations (llH14) et les conditions (15) 
s’ecrivent : 

f”’ + 3fl” - 2j-” + ‘PE1 + @E2 = 0 (18) 

Cp”’ + 3j-prp’ = - sz[(l - (p)@‘]’ (19) 

0” + 3frn’ = 0 (20) 

f=f’=O, q=l, O=l 

pour u = 0 

f =f’=O, q=o, o=o 

I 

(21) 

pour u = cc 

La solution get&ale de (20) satisfaisant a (21) 
s’ecrit : 

Avec 

0 = 1 - i L:,, dt/fi. 
0 

(22) 

L = exp { -3 g,, dz}. (23) 

et 

fi = qL;,dt. (24) 

La solution g&kale de (19) sans second membre 
satisfaisant a (2 1) est : 

qf = 1 - j L$, dt/a. 
0 

(25) 

avec 

a = rL’;,,dt. 
0 

(26) 

On Porte 8 et cp” dans le second membre de (19). 
La solution generale de l’equation ainsi obtenue 
s’ecrit : 

” 

q=a L$,dt+b- s SW 

W - ,4 
0 
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Les conditions aux limites (21) donnent : 

b=let 

avec 

6= TL$,dtJ.L’ dz 
0 

o (2) 

on en deduit : 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

Le calcul de a, /I, 6, necessite la connaissance 
de la fonction f Si, comme Marchiano et 
Arvia [5] on prend, en premiere approximation : 

fz0,24u2 $$) ( > 
il vient en posant que la parenthese est &gale 
1A: 

a N 144 A-*pm*. 3 /I N l&I A-+A-+; 

6 = 1,17 (A/p)-*. 

Une confrontation de ces resultats avec l’ex- 
pbience devrait permettre de juger la validitt 
de cette approximation. En absence de gradient 
thermique 

d’oh 

(r = O), 

j = j” = 0,7c,D (-$-rp*($)*. (31) 

On retrouve l’expression calcuk par Levitch 

PI. 

3. CAS OU LES SURFACES SONT 
PARTIELLEMENT INERTES 

Les equations du probleme restent les memes, 
mais les conditions aux limites sont changees. 
Examinons successivement plusieurs cas. 

(a) Cas d’un disque tournant 
L’kquation de la diffusion et l’equation de la 

chaleur peuvent s’ecrire en appelant V, la 
vitesse radiale et r la distance radiale mesurke 
a partir du centre du disque : 

et les conditions aux limites : 

c=c oo, T = T,, j = 0 

pour y = 0 et r CR, 
c = 0, T = To 

(34) 
pour y = 0 et r > R, 

c = cm, T = T, 

pour y= co. 

Pour calculer le flux j nous nous servirons d’une 
m&ode deja utiliske par Levitch [2] pour 
calculer le flux de diffusion 1” en absence de 
gradient thermique. Cellece consiste h calculer 
d’abord la fonction de courant $ a l’aide des 
equations du mouvement et de continuith On 
transforme ensuite (32) et (33) en prenant comme 
variable r et + ; on remplace V, par sa valeur [2] : 

V, = +*(1,02.w*. v-y; 

on pose < = r3, i = rl/ puis 

avec 

y = 3(1,02. OP. v-y. 
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Les Cquations issues de (32), (33) ne dependent 
alors plus que de la variable u. On r&out avec 
les conditions aux limites habituelles (c = 0, 
T = To pour y = 0 et c = cm, T = T, pour 
y = co) d’abord l’equation de la chaleur, puis 
l’bquation de la diffusion par approximations 
successives comme il a Ctb fait preddemment. 11 
vient : 

c=a s Sk,T 
L&d& + b _(A__ P)mfl 

0 

X L;, dt . E L& dz (35) 

avec : 

A = l/x 

al 
7 p = l/D; L = exp(-u3) 

fi = d L&dt r?r! 0,8971-+; b=O; 

c( = 4 L$, dt c?r 0,897 p-*; 
0 

d 

(36) 

Comme les equations experimees en fonction 
des variables r et JI sont invariantes dans la 
~ansfo~ation e --, < + constant, on en deduit 
que la solution cherchke satisfaisant aux con- 
ditions (34) s’obtient B partir de (35) en rempla- 
Cant C par 4 - Ri. Finalement, on trouve que : 

j = 462 Dc,ofv-*L)-+ 1 [ -(~)il-, 

(37) 

(b) Cas d’un demi-plan balayP parallelement ci sa 
surface par le liquide 

Le systeme d’equations a resoudre est : 

avec les conditions 

c = cm, T=T,, j=O 

pour y = 0 et x <ho 
c = co, T = To 

(40) 
pour y = 0 et x > ho 

c = c,, T = T, 

pour y = 00. 

On passe des variables x, y aux variables x, $ 
en tenant compte que [2] : 

v, = 1,33 ***U$v-*x-* ( > 2 

et en posant : 

On prend ensuite comme variables: < = &x* 
et 5 = II/*. On pose finalement u = 9-*. c. lf’-+. 
On resout alors avec les conditions aux limites 
~bituelles (c = 0, T = To pour y = 0 et c = c, 
et T = T, pour y = 00) d’abord l’equation de 
la chaleur (oh ne figure plus que la variable u) ; 
puis l’tquation de la diffusion par approxima- 
tions successives. 11 vient : 

c=a L”,,dt + b - SAc,Z 
4~ - /4 

9-Q“ t 

s s 

WC,T 
X L$,dt L’,;dz + 

@(A - P) 
0 0 

LA,, dz (41) 
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avec : C=C Q), T = T,, j = 0 

p= l/D; L= 11~; L=exp(-u3); b=O 
pour y = 0 et x <h‘, 

j? = $ L&dt N_ 0,891 A-+ c = 0, T = T, 

pour y = 0 et x 2 h, 

a = 3 L$, dt N 0,897 /A-+ 
(46) 

0 c = c,, T = T, 

6 = 7 L$, dt j L;, dz N 0,449 /.A-* 
pour y = R (N CO). I 

0 0 On pose 
C 

a 1 [ rz a=? I-ST - w + PI 
p - L + a/3(1 - p) II ’ (42) u + 

u = -? yx-+ 

Comme les kquations exprimk en fonction ( > R 

des variables 5 et [ sont invariantes dans la 
transformation 5 + r + constant, on en dkduit puis avec les conditions aux limites habituelles 
que la solution cherchke satisfaisant aux con- (c = 0, T = To pour y = 0 et c = cm, T = T, 
ditions (40) s’obtient A partir de (41) en rem- pour y = 00) on resout Kquation de la chaleur 
plawt 5 par r - +$;f. On trouve linalement puis l’kquation de la diffusion par approxima- 
que : tions successives. 11 vient : 

c=a L$,dt + b - 
S&Z 

(43) 
a/w - P) 

(c) Cas d’un tuyau dans lequel s’koule la solution 
en rkgime de Poiseuille 

On considere le cas id&al oh la surface active 
est situ& dans la zone d’entrke thermique. 
Soient R le rayon du tube, U, la vitesse sur 
l’axe, r la distance radiale mesurk ti partir de 
l’axe, y = R - I, x la distance mesurke sur l’axe avec : 
dans le sens de l’kcoulement. Dans la couche 
limite de diffusion l’kquation de la chaleur et P = ‘iD ; 1 = l/x; 

l’kquatioo de la diffusion s’kcrivent puisque y 
L = exp 

2u3 
est t&s petit : 0 

- 9 ; 

2u, aT B2T 
R yx=xay’ 

Les conditions aux limites sont : 
a= L&dtz0,897 

s 
0 

(47) 

b=O 
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Comme les equations (44), (45) sont invariantes 
dans la transformation x + x + constants on 
en deduit que la solution cherchee satisfaisant 
aux conditions (46) s’obtient A partir de (47) en 
remplacant x par x - ho. On trouve tinalement : 

(48) 

4. CONCLUSIONS 

Lorqsue la convection de la solution est 
for&e, les calculs montrent qu’en presence d’un 
gradient de temperature, le flux limite de 
diffusion j sur une surface partiellement inerte, 
est Cgal au produit de trois termes : l’un est tgal 
au flux limite de diffusion j” sur la surface 
totalement active en absence de gradient therm- 
ique, un second est un facteur de forme qui 
provient du fait que la surface est partiellement 
inerte, l’autre est un facteur de correction qui 
provient de l’existence d’un gradient de temp- 
erature. Comme prtvu [6], on trouve que le 
flux limite de diffusion j est proportionnel A 
o* dans le cas d’un disque toumant (o est la 

vitesse angulaire), a Ut, dans le cas d’une surface 
plane (U, est la vitesse a l’intini), a LJ$ dans le 
cas d’un tuyau (U, est la vitesse sur l’axe). Dans 
le cas d’une convection naturelle et d’une 
surface plane verticale, ces resultats sont quelque 
peu differents. 

Lorsque la reaction heterogene est une reac- 
tion Clectrochimique et que la solution contient 
un electrolyte support, les calculs precedents 
permettent de determiner la valeur de la 
densitt du courant limite de diffusion i par la 
relation : i = n F j (F est le Faraday et n le nombre 
de charges transport&s par la reaction). 
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Abstract-The formula of the flux of diffusion, valid in front of a thermal gradient, is thus recalled; on 
the surface of a rotating disk; on a plane area brushed by the solution in a direction parallel to its surface ; 
on the inner surface of a tube. The formula of the limiting flux of diffusion on a vertical plane surface is 

computed, the convection being natural. The case of partly inert surfaces is beingconsidered. 

Zusanuuenfassung-Die Gleichung ftir den Diffusionsstrom vor einem thermischen Gradienten wird 
angegeben fur: die Oberflache einer rotierenden Scheibe; ftir eine ebene Fllche die von der Losung 
parallel zur Obertliiche besptilt wird ; fti die innere Oberflache eines Rohres. Die Gleichung fiir den Grenz- 
diffusionsstrom an einer senkrechten ebeneu Wand wird ftir natiirliche Konvektion berechnet. Der Fall 

teilweise inaktiver 0berfliiche.n wird berticksichtigt. 

AHHOT8qllSl-@OpMyJIa IIOTOKa TepMO~H@@J'3AH HClIOJlb3J'eTCfl IlpMMeHHTWIbHO K C.neRJW- 

~IIM sanaganr: apawawu@ka wcw, nJIOCKaR IlJlaCTAHa KpEi IlpOAOJlbHOM 06TeKaHW 

PaCTBOpOM SWRKOCTA, BHJ'TpeHHRR IIOBepXHOCTb TpJ'6bI. 

YCTaHOBJEHa @OpMyJIa IlpeAeJIbHOrO IIOTOKa ~~@~J'3MB Ha BepTHKaJIbHOti ItJIOCKOti 

IIOBepXHOCTA Ilpki HaJIHW%H WTeCTBeHHOti KOHBeKl@iEi. 

PaCCMOTpeH CJIy9afi YaCTAYHO UHepTHbIX IlOBepXHOCTeti. 


